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ABSTRACT

This paper presents the design and construction of an educational object that focuses on complex numbers
and functions destined to high school. The design of the material took into account the important role of semiotic
systems of representation in the process of learning mathematics. The construction resulted in a web site
with a collection of interactive animations that make use of dynamical systems of algebraic and geometric
representation. The product was tested with a group of students in the third year of high school, and the results
show that the help of digital tools make easier the teaching-learning of mathematics.

RESUMO

Este artigo apresenta a concepcao e a construgcdo de um objeto de aprendizagem que trata de numeros
complexos e fungdes destinado ao ensino médio da escola basica. Na concepcgao levou-se em consideracao
o importante papel que tem os sistemas de representacdo semidtica no processo de aprendizagem da
matematica. A construcao resultou em site web com coletanea de animacdes interativas que fazem uso de
sistemas dindmicos de representacéo algébrica e geométrica. O produto foi testado com uma turma de alunos
do terceiro ano do ensino médio, e os resultados obtidos mostram que o apoio de ferramentas digitais facilitam
o ensino-aprendizagem de matematica.
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1. INTRODUCAO

Dentre os conteudos que fazem parte do
programa da matematica escolar ha conteudos
com um forte componente abstrato, visto que as
situacbes de aplicacbes estdo além daquelas
que podem ser tratadas no ensino basico. Dentre
esses conteudos, incluimos o assunto numeros
complexos, por este motivo é dificil fazer com
que esse ensino seja interessante, dificultando
sua assimilacao.

A autora deste artigo, como professora de
matematica de Ensino Médio, se colocou o
desafio de responder as perguntas: a) como
tornar o estudo de numeros complexos mais
interessante para os alunos? b) para tornar o
assunto de numeros complexos relacionado
com outras areas do conhecimento, como
implementar um estudo introdutério de funcdes
de variavel complexa no ensino médio, fazendo
intensa transicdo entre aspectos algébricos e
geométricos? As perguntas foram respondidas
na dissertacdo Numeros complexos e funcdes
de variavel complexa no Ensino Médio — uma
proposta didatica com o uso de objetos de
aprendizagem [1], apresentada no Programa de
Pés Graduagdo em Ensino de Matematica do
Instituto de Matematica da UFRGS, em abril de
2012. Como parte do trabalho da dissertacéo, foi
construido o site Numeros Complexos, um produto
que contém animacdes interativas, tratando
de representacbes de numeros complexos, de
operacdes com numeros complexos e de funcdes
de variavel complexa, disponivel em http://www.
ufrgs.br/espmat no link Biblioteca Virtual. O
produto foi usado na experiéncia de ensino, em
uma turma do terceiro ano do Ensino Médio, que
validou essa proposta didatica.

Neste artigo, inicialmente, tratamos do importante
papel que os sistemas de representacéo
(linguagem natural, signos e figuras) tém
na aprendizagem da matematica. Depoais,
apresentamos o produto Numeros Complexos
com suas diferentes animacdes interativas, e
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buscamos mostrar o quanto as manipulacdes
dindmicas dos sistemas de representacao
podem ajudar no processo de aprendizagem. Os
resultados positivos da experiéncia realizada nos
permitiram validar o produto, e assim, divulgar
seus resultados.

2. OSSISTEMASDE REPRESENTACAO
SEMIOTICA

E comum encontrarmos na literatura pesquisas
sobre o importante papel dos sistemas de
representacdo semidtica no processo de
aprendizagem da matematica. Conforme Ernest
[2], sendo a semidtica o estudo dos signos que
estdo em diferentes contextos das atividades
humanas, € natural considerar 0 processo de
aprendizagem da matematica também sob esta
perspectiva, afinal a matematica originou-se de
diferentes signos. Ernest avanca na definicao
do que seria um sistema semiético no contexto
especifico da matematica, explicitando trés
componentes: um conjunto de simbolos que
sao expressos através da fala ou do texto, e do
desenho; um conjunto de regras de producao
de signos, incluindo, aqui, aguelas que tratam
da organizagcdo do discurso que faz uso da
composicao de signos; um conjunto de relacdes
entre os signos e seus significados. Essa
definicdo procura abarcar as caracteristicas dos
textos, simbolos e desenhos que se integram
ao discurso légico que produz e cristaliza o
conhecimento matematico.

Usando a historia da matematica, Duval [3]
observa o quanto o desenvolvimento das
representacdes semidticas € essencial para
a evolucao do conhecimento matematico, ou
seja, 0s sistemas de representacdo s&o parte
da producdo de novo conhecimento. Mas a
preocupacao maior desse autor € quanto ao
papel dos sistemas de representagao semidtica
no processo de aprendizagem da matematica.
Na sua teoria introduz a ideia de registro: € um
sistema que, além de representar conceitos
e ideias, tem regras de funcionamento que
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permitem a realizac&o de processos matematicos
que levam a novos conceitos e ideias. Os
objetos matemaéticos, no geral, s&o expressos
através de diferentes registros, e dentre eles,
destacamos: o registro algébrico com suas
regras de funcionamento que, por exemplo,
levam as resolucbes de equacgdes; O registro
geométrico com regras de tratamento que
levam a identificacdo dos elementos pertinentes
de uma figura, e, dentro desse registro, inclui-
se o0 de natureza grafica dado por sistema de
coordenadas cartesianas e curvas que nele sao
desenhadas; o registro discursivo em linguagem
natural, e também com simbolos, com suas
regras convencionais de comunicagao.

Outro conceito que tem relevancia na teoria de
Duval [3] ¢é o de transformacdo, que explicita
0 quanto a atividade matematica consiste,
essencialmente, de transformacbes sobre
as representacdes. As transformacbes se
desdobram em dois tipos: tratamentos, caso em
que acontecem dentro de um mesmo registro;
conversdes, caso em que as transformacodes
transitam entre dois diferentes registros. E nas
conversdes, muito mais do que nos tratamentos,
que estdo as maiores dificuldades cognitivas
dos alunos; e mais, s&o as conversdes que
encerram, de modo contundente, 0S processos
que caracterizam a atividade matematica. Um
exemplo de dificuldade documentado pelo
autor é quanto a converséo da reta desenhada
no plano cartesiano (registro gréafico) para sua
equacéo (registro algébrico) e vice-versa. Dentro
do conteudo que estamos trabalhando podemos
exemplificararepresentacdodonumerocomplexo
na sua forma algébrica e sua representacdo
trigonométrica no plano complexo, sdo duas
representacdes diferentes e, onde o aluno deve
aprender a fazer a transformacao entre esses
registros, ou seja, a conversado. Segundo Duval,
se ele saber fazer essa conversédo € porgue O
aluno concretizou a ideia matematica.

E pertinente observar que os sistemas de
representacao tem um duplo papel. A evolugéo
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do saber matematico depende de sistemas de
representacdo que cristalizam e geram novos
conceitos e ideias, mas sao esses mMesmos
sistemas de representacdo que devem ser
aprendidos pelo aluno, para que ele possa
ter acesso ao saber matematico. Ou seja, de
um lado tem-se o mateméatico no processo de
criacdo de representacdes que veiculam ideias
e procedimentos matematicos; e, de outro lado,
tem-se o0 aluno na situagcdo de aprendiz de
conceitos e procedimentos que dependem de
entendimento dos sistemas de representacao.
Segundo Duval [3]: “o pensamento matematico
depende da sinergia cognitiva dos registros
(...) a coordenacdo dos registros fornece como
que uma extensdo das capacidades mentais”, e
dirfamos que tal constatacédo se aplica tanto ao
matematico quanto ao aprendiz.

E evidente que os sistemas de representacado
tornam-se mais ou menos versateis na veiculacéo
de conceitos e processos, dependendo do
suporte que se tem a disposicao. Hoje, com as
midias digitais, os sistemas se tornam dindmicos
e, assim, facilitam o processo de apropriacdo
de seu funcionamento; e mais, oferecem a
possibilidade de manipulacdes que transitam de
um registro a outro.

Mas, mesmo tendo-se o suporte digital para
0s sistemas de representacdo, Bartolini Bussi
e Mariotti [4] questionam o posicionamento
bastante corrente de que os sistemas de
representacao, implementados com  as
midias digitais, sdo suficientes para garantir a
aprendizagem da matematica. E sob perspectiva
vygotskiana [5], na qual linguagem e signos sé&o
meios que dao suporte a internalizacdo - um
processo cognitivo de natureza sociocultural que
transforma experiéncias individuais interpessoais
em experiéncias intrapessoais, que as autoras
falam nas ferramentas de mediacdo semidtica.
S&o recursos tecnoldégicos que incorporam
sistemas de representacao e que podem mediar
processos de aprendizagem da matematica.
Mas o que as autoras discutem é que nao
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basta tal recurso para que se dé o processo de
aprendizagem, explicando que, por um lado, ao
manipular o recurso, o aluno constrdi significados
individuais, e por outro lado, de anteméo, no
recurso esta contida a intencionalidade de
um saber matemético. E a questdo que se
coloca é: como garantir que a construcdo dos
significados individuais estdo na direcdo do
saber matematico? Partindo do pressuposto que
€ 0 especialista, no caso o professor, que tem
condicbes de avaliar o potencial de mediacao
do recurso, reservam a expressdo ferramenta
de mediacg&o semidtica para indicar um recurso
tecnolégico a ser usado em situacao didatica
concebida para a aprendizagem de determinado
conteldo matematico — ou seja, o professor ja
conhece, de antem&o, o potencial semiotico
do recurso no que diz respeito a construcao do
saber matematico em questao.

As autoras avancam na caracterizacao de
um possivel modelo de situacé&o didatica que
faz uso de uma tal ferramenta de mediacéo:
inicialmente, os alunos recebem as atividades
a serem exploradas e se engajam em
manipulacdes que concorrem para construgéo
de significados individuais; a isto, segue-se
momento de construcéo coletiva de significados,
a ser conduzido pelo professor. Esse modelo,
tanto no momento da exploracdo quanto no
momento de construcdo coletiva, considera a
importancia de esquemas de uso sintonizados
com habilidades cognitivas que caracterizam
a atividade matematica. Nesse sentido, ©
modelo pressupde que haja o planejamento
das atividades a serem exploradas com o
recurso digital, pois é no engajamento as tarefas
propostas que progressivamente emergem
e se desenvolvem o0s esquemas de uso. As
consideracdes tedricas das autoras convergem
para a tese de que a apropriacao dos sistemas
de representacdo digitais e dindmicos depende
de situacbes didéaticas planejadas e € assim
que os alunos desenvolvem habilidades para
aprender matematica com as ferramentas de
mediag&do semidtica.
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Nossaintencao éiralémdesse modelo de situagéo
didatica. Com a Internet tem-se a explosédo da
possibilidade de aprendizado com autonomia,
sendo o produto educacional desenvolvido bem
estruturado para o desenvolvimento dos saberes
pretendidos. E pensando nesse cenario que
desenvolvemos o produto educacional a ser
apresentado na proxima sesséo.

3. UM OBJETO DE APRENDIZAGEM
PARA O ENSINO DE NUMEROS
COMPLEXOS

Foi levando em consideracédo a importancia do
sistema de representacédo semidtica no processo
de aprendizagem e a responsabilidade de fazer
uma sequéncia didatica com suporte para o
ensino, que iniciamos o trabalho de concepcéao
e construcéo do objeto de aprendizagem para o
ensino de numeros complexos e funcées, tendo
clareza sobre a necessidade de que contemple:
a) recursos para conversdes entre registros; b)
recursos para o desenvolvimento de esquemas
de uso sintonizados com o0s procedimentos
que caracterizam o pensamento matematico.
Conforme ja mencionado, o produto resultou no
site Numeros Complexos disponivel em http://
www.ufrgs.br/espmat no link Biblioteca Virtual.
Na Fig. 1 vé-se a sua interface.

O material se organiza através de barra de
navegacao vertical, disposta a esquerda da
tela e consiste de animacdes interativas feitas
no software Geogebra, acompanhadas de

Figura 1. Interface do site NUmeros Complexos.
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explicagdes e de questdes a serem exploradas
pelo usuario. No material também foram incluidos
recortes da coletanea de videos Dimensions: une
promenade mathematique [6]; esses recortes sao
explicagdes sobre numeros complexos e fun¢des.

Na concepcdo das animacgbes, diferentes
aspectos foram considerados: procuramos tirar
proveito do dinamismo das figuras, e de forma
tal que o usuario pode manipular a animagao
de acordo com seu interesse e dificuldade,
transitando entre registros algébrico e geométrico;
diferentes graus de liberdade de manipulagdo
foram estabelecidos, conduzindo a aprendizagem
de situacdes simples as mais elaboradas; foi
estabelecido um cuidadoso padré&o de cor, texto
e acabamento e, assim, em cada animacéo o
que se apresenta de novo séo, essencialmente,
conceitos e processos matematicos.

A denominacdo animacédo interativa trata de
registrar o duplo aspecto do material: € uma
animacao que se produz mediante manipulacao
de elementos que estdo na tela do computador
— no caso, numeros complexos. Na literatura, tal
tipo de recurso vem sendo referido como objeto
de aprendizagem: um recurso educacional
multimidia, com possibilidades de manipulacéo e
efeitos dindmicos, voltado para a aprendizagem
de um conteudo especifico [7].

Na concepcéo do produto também levamos em
consideracdo que somente a animacao pode
ndo ser suficiente para o aprendizado. Conforme
discutido na sessdo anterior, é importante o
desenvolvimento de esquemas de uso dos
sistemas de representacdo que concorrem para
a construcdo de saberes; as intervencbes do
professor, sem duvida, tém importante papel
nesse processo. Mas tivemos o propésito de ir
adiante, desenvolvendo um material que pode
propiciar a aprendizagem com autonomia.
Assim, além dos diferentes graus de liberdade
de manipulacdo, que foram intencionalmente
implementados, cada animacéao € acompanhada
de conjunto de questbes a serem exploradas,
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intitulado Para Pensar, e a solicitagdo ¢ feita de
forma tal que o aluno é provocado a manipular
a animacéo e a desenvolver esquemas de uso
que ajudam no entendimento do conteudo. No
conjunto de questdes também foram incluidas
aquelas que provocam esquemas de uso na
direcdo de raciocinios generalizadores. No
quadro tedrico de Bartolini Bussi e Mariotti [4],
classificarfamos o produto como uma ferramenta
de mediagdo semidtica, com a caracteristica
adicional de favorecer aprendizagens com maior
autonomia por parte do usuario.

Nas animacbes tém-se elementos que sé&o
manipulaveis e seu movimento desencadeia
efeitos sobre outros elementos. Os primeiros
funcionam como variaveis independentes, e sao
sempre marcados com a cor azul; os elementos
que funcionam como varidveis dependentes
sempre s&o marcados em vermelho.

Na apresentac&o do produto procuramos mostrar
0 quanto as diferentes animacdes interativas
tém intencionalidade de aprendizagem. Vale
realcar a diferengca que existe entre esse tipo
de recurso e um software no qual se pode
trabalhar com muitos conteldos de matematica,
mas nos quais a aprendizagem depende
muito das orientacdes do professor. Na linha
de pesquisa que trata do processo de ensino
e aprendizagem através de suportes digitais
(softwares, objetos de aprendizagem, animacdes
interativas) diriamos que estamos avancando
na direcdo da aprendizagem com autonomia.
Isso porque o usuario tem uma ferramenta que
da suporte a exploracées, inicialmente, feitas
sob a orientagcao de questdes provocativas. As
questbes contribuem para o desenvolvimento
de esquemas de uso e, assim, 0 usuario pode
prosseguir com outras manipulacées, na direcéo
de perguntas generalizadoras que dificilmente se
colocariam frente a material didatico na forma de
texto estatico.

Omaterialaindaintroduz o conteudode fungbdes de
variavel complexa no ensino médio, com o intuito
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do aluno aplicar os conhecimentos adquiridos
no estudo dos numeros imaginarios em funcoées,
com o enfoque das transformagdes no plano
complexo. Assim, o aluno tem a oportunidade
de fazer mais conversdes de representacdes e a
possibilidade de aplicar o assunto em uma area
do conhecimento que necessita de uma maior
interpretacé&o e raciocinio.

4. A EXPERIENCIA NA SALA DE AULA

O produto foitestado com turma de terceiro ano do
Ensino Médio noturno, em escola da rede publica
do Brasil. Foram onze encontros, distribuidos em
um meés, totalizando 12 horas, e participaram 26
alunos. Os encontros aconteceram no laboratério
de informatica da escola, onde havia disponivel
um computador para cada aluno.

O proprio menu de navegacao do produto definiu
a sequéncia de atividades implementada na
experiéncia. A rotina de trabalho, nos diferentes
encontros, assim se organizou: inicialmente,
aconteceu a exploracao individual das animacgoes,
orientada pelas questdes do Para pensar; entéo,
os alunos redigiram suas respostas na Folha de
Atividades entregue pela professora, primeira
autora desse artigo, contendo as mesmas
questdes exploradas. Esse material, junto com
as oObservacdes registradas pela professora,
constituiu 0 material de andlise da experiéncia
e de validagdo do produto. Os videos sobre o
conteudo foram assistidos pelo grande grupo
no inicio da atividade; nas exibicées dos videos,

trabalhando de

Figura 2. Aluno
aprendizagem

no  objeto

119

grande foi a atenc&o dos alunos, o que indica
que esse recurso poderia ser mais utilizado nas
aulas de matematica. Ao longo dos encontros, as
intervencdes da professora foram, essencialmente,
para esclarecer duvidas dos alunos; em poucos
momentos foram feitas intervencdes no grande
grupo e, no geral, os alunos avancaram nas
atividades com bastante autonomia.

A experiéncia permitiu constatar que o produto
€ adequado para desencadear o processo de
aprendizagem que contempla trabalho com
0s registros algébrico e geométrico. E mais, foi
possivel observar que, a partir da manipulacéo
das animacoes, os alunos foram constantemente
provocados nas conversodes de registro e, assim,
desenvolveram esquemas de uso na direcdo do
ensino almejado—entender as ideias matematicas
em diferentes sistemas de representacéao.

As respostas dos alunos coletadas deixam
claro a conversao dos registros semiéticos que
realizavam, como mostra a figura 3 a seguir.

A introducédo das funcbes de variavel complexa
foi bem recebida pelos estudantes, a grande
maioria dos alunos teve grande éxito na
interpretacdo das questbes respondendo com
grande conviccéo, como mostra a Fig. 4.

De uma forma geral, foi possivel observar que
frente as animacoes interativas, acompanhadas
das questdes Para Pensar, os alunos se colocaram
em situacdo de exploracdo que conduziu ao
desenvolvimento de esquemas de uso cada vez
mais elaborados e na direcdo de resolucdes

6) Os nur

05 complexos com <3 e represente-0s no plano. Que tipo de figura

formanm e umeros?

S

71 Qual o ipo dos nimeros complexos que estao na circunferdncia de raio 2. 7

Figura 3. Exemplo de registro algébrico e geométrico
feito pelo aluno
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2) Encontre um valor de A para que a figura vermalha seja uma translacio vertical da figura azul. Represents o
desenho que originou. Come deve ser o valor da A para que esse deslocamento ocorra?

Amd

3) Encontre uma valor de A para que a figura vermedha seja uma transtagio horizontal @ vertical da figura azul
Represente o desenho que orginou. Come deve ser o valor de A para que isso ocorra?
A=

Figura 4. Exemplo de exercicios sobre funcdes

dentro de espirito generalizador. E importante
gue se diga que, no momento de elaboracéo das
questbes, foi preciso antecipar, com atencao,
0S esguemas de uso que seriam provocados,
e esse é um dos aspectos que contribuiu para
que o produto se mostrasse propicio para
aprendizagem com bastante autonomia.

CONCLUSOES

Os resultados obtidos com a experiéncia que
fez uso do produto educacional NuUmeros
Complexos indicam que a tecnologia digital
pode muito ajudar na compreensao de conceitos
e ideias matematicas que ndo fazem parte
do programa de matematica da escola. Com
esse produto é possivel ampliar o universo das
funcbes que podem ser estudadas na escola,
além de concretizar o aprendizado dos numeros
complexos que ja é realiado no ensino meédio.
Como é citado em Monzon [1], “0 uso das
tecnologias se apresentou como um grande
aliado do ensino, resgatou o interesse dos
alunos na aquisicao de novos saberes e auxiliou
extremamente nas interpretagdes geométricas, a
base do estudo”.
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